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摘要　 为评估六自由度工业机器人末端执行器在任务空间中作业的可靠性与精确性，提出了一种基于包络法的机

器人运动可靠性分析策略。 首先，通过运动学获得机器人系统的误差函数及可靠性模型。 其次，采用包络法求解可靠性

模型获得末端执行器的失效概率，并通过泰勒公式对误差函数进行线性化处理，同时，在计算过程中排除协方差矩阵中

的冗余点，使其符合正定条件，提高包络线的准确性。 最后，对所提方法进行了仿真分析，结果表明，包络法相对于蒙特

卡洛法的误差为 ０􀆰 ５％～１９􀆰 ８％，验证了该方法的有效性。
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０　 引言

　 　 当前，全球制造业正朝着智能化、柔性化、轻量化

的方向发展，工业机器人作为智能装备的主力军，其高

效可靠的作业能力已成为衡量一个国家研发能力和制

造业水平的标志［１⁃４］。 然而，制造及装配误差、使用寿

命、外部环境等因素的存在，会极大地影响工业机器人

的运动精度。 因此，关于工业机器人运动可靠性的研

究一直是学者们研究的热点［５⁃６］。 目前，常用的运动可

靠性分析方法往往需要采集大量样本数据，时间成本

和经济成本较高，另外，复杂的积分过程降低了计算效

率，且计算精度有限。 因此，兼顾效率和精度的可靠性

研究是科研工作者面临的挑战［７］。
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近年来，学者们对机器人运动可靠性的研究进行

了探索。 例如，李彤等［８］在剖析机器人实时运动精度

波动问题时，将关节轴摩擦、齿轮间隙、连杆弹性变化

等不确定性因素对末端执行器的影响映射至 Ｄｅｎａｖｉｔ⁃
Ｈａｒｔｅｎｂｅｒｇ（Ｄ⁃Ｈ）参数中，并引入等效极值法获得了连

杆参数对末端执行器位置定位精度的影响权重。 ＣＵＩ
Ｇ Ｈ等［９］则基于概率论建立了信任模型，通过解析机

器人位置定位误差模型，评估影响机器人运动精度的

误差灵敏度规律。 为进一步挖掘机械臂可靠性求解的

新方法，ＺＨＡＮＧ Ｄ 等［１０］克服了潜在不确定性因素对

位置精度造成的误差，在分析机械臂可靠性时，分别对

ｘ、ｙ、ｚ 三个方向的分量进行线性化处理，同时考虑固有

参数在允许范围内的随机性，运用鞍点近似法计算运

动可靠性，该方法在计算离散点的可靠度时具有显著

效果。 同样地，ＨＵＡＮＧ Ｐ 等［１１］建立了基于微分运动

学的可靠性模型，运用解析法推导出位置误差分布函

数，引入鞍点近似法解决非线性极限状态下的可靠度

问题，结果表明，该方法在精度和效率方面均具有优越

性。 吴海淼等［１２］采用非概率区间理论法对分布类型

未知的各参数变量进行建模，运用蒙特卡洛法计算机

器人可靠度，验证了该方法的有效性。 然而，从现有文

献来看，模型的建立及解析大都聚焦在位置误差上，为
了更加系统地预测机器人运动对末端执行器姿态的影

响，还需对其位姿可靠性进行进一步研究。
针对上述问题，本文将建立机器人末端执行器位

姿误差模型，开展六自由度工业机器人运动可靠性的

研究。 首先对选取的机器人虚拟样机及结构简图进行

系统建模，接着对机器人作业过程中产生的误差进行

分析并建立运动可靠性模型，同时引入包络法对该模

型进行解析，并运用多维正态分布函数计算出末端执

行器的失效概率，最后通过仿真试验与蒙特卡洛法进

行对比，验证该方法的可行性和高效性。

１　 系统建模

１􀆰 １　 运动学模型

　 　 以六自由度工业机器人为研究对象，图 １ 为机器

人虚拟样机及结构简图。 采用改进 Ｄ⁃Ｈ 参数来描述

其连杆坐标系，如表 １ 所示，可以利用递推形式［１３］推

导出 末 端 执 行 器 坐 标 系 ＯｅＸｅＹｅＺｅ 在 基 坐 标 系

Ｏ０Ｘ０Ｙ０Ｚ０ 下的位姿描述：
０
ｅＴ ＝０１Ｔ１２Ｔ２３Ｔ３４Ｔ４５Ｔ５６Ｔ６ｅＴ （１）

式中， ｉ －１
ｉ Ｔ（ ｉ ＝ １，２，…，ｅ） 为连杆变换矩阵。

机器人位姿误差基本由于运动学参数的不确定性

造成的，这些因素通过机器人的关节空间映射至末端

执行器。 令 Δａ，Δα，Δｄ 和 Δθ 为运动学参数误差，则
变换矩阵 ｉ －１

ｉ Ｔ 的微分变换可以由基于微分运动学的

　 　 　

图 １　 六轴工业机器人虚拟样机及结构简图

Ｆｉｇ． １　 Ｖｉｒｔｕａｌ ｐｒｏｔｏｔｙｐｅ ａｎｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｓｋｅｔｃｈ ｏｆ ｔｈｅ
ｓｉｘ⁃ａｘｉｓ ｉｎｄｕｓｔｒｉａｌ ｒｏｂｏｔ

表 １　 六自由度串联机器人 Ｄ⁃Ｈ 参数

Ｔａｂ． １　 Ｄ⁃Ｈ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｉｘ⁃ｄｅｇｒｅｅ⁃ｏｆ⁃
ｆｒｅｅｄｏｍ ｔａｎｄｅｍ ｒｏｂｏｔ

关节
Ｊｏｉｎｔ
ｉ

连杆长度
Ｌｉｎｋａｇｅ
ｌｅｎｇｔｈ

ａｉ－１ ／ ｍｍ

连杆转角
Ｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇ
ｒｏｄ ｃｏｒｎｅｒ
αｉ－１ ／ （ °）

连杆偏距
Ｌｉｎｋａｇｅ

ｐｉｔｃｈ ｄｉ ／ ｍｍ

关节角
Ｊｏｉｎｔ
ａｎｇｌｅ

θｉ ／ （ °）

转角范围
Ｃｏｒｎｅｒ ｒａｎｇｅ

［θｍｉｎ，θｍａｘ］ ／ （°）

１ ０ ０ ２９０ θ１ ［－１６５，１６５］
２ ２７０ －９０ ０ θ２ ［－１１０，１１０］
３ ７０ ０ ０ θ３ ［－９０，７０］
４ ０ ９０ ３０２ θ４ ［－１６０，１６０］
５ ０ ９０ ０ θ５ ［－１２０，１２０］
６ ０ ９０ ７２ θ６ ［－４００，４００］
ｅ ０ ０ ７２ — —

参数误差的线性组合来表示：

ｄｉ －１
ｉ Ｔ≈

∂ｉ －１ｉ Ｔ
∂ａｉ
Δａｉ ＋

∂ｉ －１ｉ Ｔ
∂αｉ
Δαｉ ＋

∂ｉ －１ｉ Ｔ
∂ｄｉ
Δｄｉ ＋

∂ｉ －１ｉ Ｔ
∂θｉ
Δθｉ

（２）
　 　 根据微分理论，机器人末端执行器在基坐标下的

微分变换为

ｄ ０ｅＴ ＝０ｅＴ· δ ０ｅＴ （３）
式中， δ ０ｅＴ 为 ０

ｅＴ 的误差矩阵。
机器人末端执行器的位姿误差模型为

ΔＰ
Δδ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝

ＫＰ
Ｋδ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Δａ
Δα
Δｄ
Δθ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

（４）

式中， ΔＰ、Δδ 分别为末端执行器的位置误差和姿态误

差向量； ＫＰ、Ｋδ 分别为位置误差和姿态误差系数矩

阵； Δａ Δα Δｄ Δθ[ ] Ｔ 为各连杆几何参数误差

向量。
１􀆰 ２　 运动可靠性模型

　 　 建立机器人运动可靠性模型需要分析机器人连杆

参数的几何误差与末端执行器运动可靠性之间的数学

关系，该误差指末端执行器经一系列运动后实际位姿

ψａ 与理想位姿 ψｉ 之间的偏差［１４⁃１５］。 假设运动过程中
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各变量服从正态分布，且连杆长度、连杆转角、连杆偏

距的几何误差相互独立［１６］，则误差模型可表示为

ｇ（Ｘ，θ） ＝ ψａ（Ｘ，θ） － ψｉ（θ） （５）
式中， Ｘ ＝ （Ｘ ｉ） ｉ ＝ １，ｎ

，ｎ 由机器人的维数变量决定；
ψａ（Ｘ，θ） 、 ψｉ（θ） 分别为末端执行器实际运动位姿和

理想运动位姿。
运动过程产生的误差必须控制在允许误差内，以

保证机器人能正常作业。 如图 ２ 所示，在机器人运动

过程中，理想路径（实线）与实际路径（虚线）会存在误

差，由于该误差的产生与时间相关，所以可靠度可以理

解为在一定的时间区域内机器人末端执行器达到期望

值的概率［１７］。 设机器人末端执行器的允许误差为 ε，
则在运动区间 ［ ｔ０，ｔｅ］ 内，机器人运动有效概率，即可

靠性模型为

Ｒ（ ｔ０，ｔｅ） ＝ Ｐｒ｛ ｇ（Ｘ，ｔ） ≤ ε，∀ｔ∈ ［ ｔ０，ｔｅ］）｝ （６）
则失效模型为

ｐｆ（ ｔ０，ｔｅ） ＝ Ｐｒ｛ ｇ（Ｘ，ｔ） ＞ ε，∃ｔ∈ ［ ｔ０，ｔｅ］｝ （７）
式中， ｇ（Ｘ，ｔ） 为机器人实际位姿误差。

图 ２　 机器人运动轨迹图

Ｆｉｇ． ２　 Ｍｏｔｉｏｎ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｂｏｔ

２　 可靠性模型求解

　 　 机器人在运动过程中产生的误差具有随机性，故
求解该误差的概率密度函数是求解可靠性的关键。 工

业机器人的运动可靠性研究表明［１８］，包络法在解决该

问题上有较高的精度。 该方法在计算机器人位姿变化

过程中的可靠度时会产生与时间相关的包络函数，若
能找到该函数的包络点，即可将函数的变量转化至与

时间无关。
运动过程中产生的包络函数均在两条失效边缘线

Ｇ ＋ （Ｘ） ＝ ０和 Ｇ － （Ｘ） ＝ ０之内，在 ［ ｔ０，ｔｅ］ 内产生的函

数形成的超曲面簇为 ｇ（Ｘ，·） ＝ ε，函数曲线均包含或

相切于失效边缘线，该状态如图 ３ 所示。 由于任一曲

面均与失效边缘相切，现取任意连续时间段 Δｔ 内的两

个超曲面，则有

ｇ（Ｘ，ｔ） ＝ ε
ｇ（Ｘ，ｔ ＋ Δｔ） ＝ ε{ （８）

进而有

ｇ（Ｘ，ｔ ＋ Δｔ） － ｇ（Ｘ，ｔ）
Δｔ

＝ ０ （９）

由于

ｌｉｍ
Δｔ→０

ｇ（Ｘ，ｔ ＋ Δｔ） － ｇ（Ｘ，ｔ）
Δｔ

＝ ｇ′（Ｘ，ｔ） （１０）

则在 Δｔ 时间段内超曲面的平均变化率为 ０。

图 ３　 运动过程误差产生的包络函数

Ｆｉｇ． ３　 Ｅｎｖｅｌｏｐｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｍｏｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ ｅｒｒｏｒ

包络函数表达式可表示为

Ｇ ＋ （Ｘ）
ｇ（Ｘ，ｔ） ＝ ε
ｇ′（Ｘ，ｔ） ＝ ０{

Ｇ － （Ｘ）
ｇ（Ｘ，ｔ） ＝ － ε
ｇ′（Ｘ，ｔ） ＝ ０{

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１１）

　 　 以 Ｇ ＋ （Ｘ） 为例，根据导函数可求出：
ｔ ＝ ｇ′－１（Ｘ） （１２）

式中， ｇ′－１（Ｘ） 表示 ｇ′（Ｘ） 关于 ｔ 的反函数。
将式（１２）代入式（１１）的第 １个式子可得

ｇ［Ｘ，ｇ′－１（Ｘ）］ ＝ ε （１３）
　 　 进而， Ｇ ＋ （Ｘ）、Ｇ － （Ｘ） 的表达式可以表示为

Ｇ ＋ （Ｘ） ＝ ｇ［Ｘ，ｇ′－１（Ｘ）］ － ε ＝ ０
Ｇ － （Ｘ） ＝ ｇ［Ｘ，ｇ′－１（Ｘ）］ ＋ ε ＝ ０{ （１４）

　 　 以 ｘ 轴方向的位姿为例，在 ｘ 轴方向的时变可靠

度可表示为

Ｒ（ ｔｏ，ｔｅ） ＝ Ｐｒ｛Ｇ
＋ （Ｘ） ＜ ０ ∩ Ｇ － （Ｘ） ＞ ０，

∀ｔ∈ ［ ｔ０，ｔｅ］｝ （１５）
　 　 式（１５）中已不包含时间变量，但在求解可靠性的

问题时仍需要求解 ｇ′－１（Ｘ）， 而求解反函数过程相对

复杂，可通过在包络函数上选取多个点进行泰勒公式

展开［１９］，这一近似处理可在均值处完成，现对展开点

的均值 μ 处进行解析可得

ｇ（Ｘ，ｔ） ≈ ａ０（ ｔ） ＋ ａ（ ｔ）（μ － Ｘ） （１６）
其中，

ａ０（ ｔ） ＝ ψａ（μ，ｔ） － ψｉ（ ｔ）

ａ（ ｔ） ＝ ∂ψ
∂Ｘ ｉ μ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｉ ＝ １，ｎ

ì

î

í

ïï

ïï

（１７）

　 　 由此可得出，包络函数由两部分组成： ａ０（ ｔ） 是以

随机变量的均值计算所得，表示结构运动误差； ａ（ ｔ）
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是由随机变量偏离其均值引起的随机运动误差。
为了简化推导，现将随机变量 Ｘ 转化为由随机变

量组成的向量 Ｕ，该向量服从标准正态分布，即

Ｕｉ ＝
Ｘ ｉ － μｉ

σｉ
（１８）

式中， σ ｉ 为 Ｘ ｉ 的标准差，则
ｇ（Ｘ，ｔ） ≈ Ｌ（Ｕ，ｔ） ＝ ｂ０（ ｔ） ＋ ｂ（ ｔ）·Ｕ （１９）

其中，
ｂ０（ ｔ） ＝ ａ０（ ｔ）
ｂ（ ｔ） ＝ ［ｂｉ（ ｔ）］ ｉ ＝ １，ｎ ＝ ［ａｉ（ ｔ）σｉ］ ｉ ＝ １，ｎ

{ （２０）

　 　 根据上述变换，包络函数 Ｇ ＋ （Ｕ） 和 Ｇ － （Ｕ） 的推

导将由下列表达式替换，以 Ｇ ＋ （Ｕ） 为分析对象：
Ｌ ＝ ｂ０（ ｔ） ＋ ｂ（ ｔ）·Ｕ ＝ ε

Ｌ·＝ｂ
·
０（ ｔ） ＋ｂ

·
（ ｔ）·Ｕ ＝ ０{ （２１）

　 　 Ｇ ＋ （Ｕ） 转换为一簇线性函数 Ｌ（Ｕ，ｔ） ＝ ε 的包络

函数，该包络函数包含时间域 ［ ｔ０，ｔｅ］ 中所有的失效区

域。 Ｇ ＋ （Ｕ） 的扩展点选取时应是包络函数与线性函

数的交点且靠近原点［２０］。 在 ｔ 时刻，展开点到包络线

的距离最短，对于线性函数 Ｌ（Ｕ，ｔ） ＝ ε，距离最短意味

着 Ｕ 垂直于 Ｌ（Ｕ，ｔ） ＝ ε，换而言之， Ｕ 和 Ｌ 在 Ｕ 处的

梯度是共线的，故有

Ｕ ＝ ｃｂ（ ｔ）
ｂ（ ｔ）·ｂ（ ｔ）

（２２）

式中， ｃ 为常数； ｂ（ｔ）
ｂ（ｔ）·ｂ（ｔ）

为梯度方向上的单位向

量。 Ｇ＋（Ｕ）＝ ０应该同时满足式（２２）和 Ｇ＋（Ｕ）＝ ０。
根据式（２１）的第 １个式子可得

ｂ０（ ｔ） ＋ ｃｂ（ ｔ）·ｂ（ ｔ）
ｂ（ ｔ）·ｂ（ ｔ）

＝ ε （２３）

经转换可得

ｃ ＝
ε － ｂ０（ ｔ）

ｂ（ ｔ）·ｂ（ ｔ）
（２４）

则

Ｕ ＝
［ε － ｂ０（ ｔ）］ｂ（ ｔ）

ｂ（ ｔ）·ｂ（ ｔ）
（２５）

将式（２５）代入式（２１）的第 ２个式子可得

ｂ
·
０（ ｔ） ＋ （ε － ｂ０）

ｂ
·
（ ｔ）·ｂ（ ｔ）

ｂ（ ｔ）·ｂ（ ｔ）
＝ ０ （２６）

　 　 式（２６）是一个关于 ｔ 的单变量方程，求解 ｔ 时并

非一种解决方案。 如式（８）所示，在 ｔ 处的运动误差应

取正值，因此在计算运动误差时需要消除在 ｔ 处误差

为负的解，得到 ｔ ＋ｉ 的值，那么在 ｔ ＋ｉ 处的表达式为

Ｕ ｔ ＋ｉ( ) ＝
［ε － ｂ０（ ｔ

＋
ｉ ）］ｂ ｔ ＋ｉ( )

ｂ ｔ ＋ｉ( )·ｂ ｔ ＋ｉ( )
（２７）

式中， ｉ ＝ １，２，…，ｍ ＋。
包络函数 Ｇ － （Ｕ） 的表达式为

Ｌ ＝ ｂ０（ ｔ） ＋ ｂ（ ｔ）·Ｕ ＝ － ε

Ｌ·＝ｂ
·
０（ ｔ） ＋ｂ

·
（ ｔ）·Ｕ ＝ ０{ （２８）

　 　 在展开点处的表达式为

ｂ
·
０（ ｔ） － （ε ＋ ｂ０）

ｂ
·
（ ｔ）·ｂ（ ｔ）

ｂ（ ｔ）·ｂ（ ｔ）
＝ ０ （２９）

　 　 此时，应消除运动误差为正的解，那么在 ｔ －ｉ 处的

表达式为

Ｕ ｔ －ｉ( ) ＝ －
［ε ＋ ｂ０（ ｔ

－
ｉ ）］ｂ ｔ －ｉ( )

ｂ ｔ －ｉ( )·ｂ ｔ －ｉ( )
（３０）

式中， ｉ ＝ １，２，…，ｍ －，由于 ｂ０、ｂ、 ｂ
·
０ 和 ｂ

·
可以用解析

法求得，所以使用数值法求解 ｔ ＋ｉ 和 ｔ －ｉ 并非难题，现包

络函数 Ｇ ＋ （Ｕ） ＝ ０ 和 Ｇ － （Ｕ） ＝ ０ 分别由超曲面

Ｌ［Ｕ（ ｔｉ
＋ ）］ ＝ ε 和 Ｌ［Ｕ（ ｔｉ

－）］ ＝ － ε 近似表达。 其中， ｉ
分别取值 １，２，…，ｍ ＋ 和 １，２，…，ｍ －，进而机器人的轴

向位姿表达式可以表示为

Ｒ ＝ Ｐｒ｛［∩
ｍ ＋

ｉ ＝ １
Ｌ（Ｕ，ｔ ＋ｉ ） ＜ ε］ ∩ ［∩

ｍ －

ｉ ＝ １
Ｌ（Ｕ，ｔ －ｉ ） ＞ － ε］｝

（３１）
　 　 需要考虑两时间端点 ｔ０ 和 ｔｅ，将其定义为一个符

号函数 ｓ（ ｔｉ），表达式为

ｓ（ ｔｉ） ＝

＋ １， ｔｉ ＝ ｔ ＋

－ １， ｔｉ ＝ ｔ －

＋ １， ｔｉ ＝ ｔ０ ｏｒ ｔｅ， Ｌ（Ｕ，ｔｉ） ≥ ０
－ １， ｔｉ ＝ ｔ０ ｏｒ ｔｅ， Ｌ（Ｕ，ｔｉ） ＜ ０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（３２）

那么，运动可靠性模型可以表示为

Ｒ ＝ Ｐｒ｛∩
ｍ

ｉ ＝ １
ｓ（ ｔｉ）Ｌ Ｕ，ｔｉ( ) ＜ εｉ｝ （３３）

式中，ｍ＝ｍ＋＋ｍ－＋２； ｔｉ 包括 ｔ０、ｔ
＋
ｉ 、ｔ

－
ｉ 和 ｔｅ；εｉ ＝ ｓｉε。

３　 可靠性估算

　 　 通过上述推导，可靠度可以通过多元正态分布函

数的均值 μ 和协方差 􀰑或 Φｍ（ε，μ，􀰑 ） 表示：
μ ＝ ［ ｓ（ ｔｉ）μＬ（ ｔｉ）］ ｉ ＝ １，ｍ ＝ ［ ｓ（ ｔｉ）ｂ０（ ｔｉ）］ ｉ ＝ １，ｍ （３４）

􀰑 ＝ （σｉｊ） ｉ，ｊ ＝ １，ｍ （３５）
式中， σｉｊ 为 ｓ（ ｔｉ）Ｌ（Ｕ，ｔｉ） 和 ｓ（ ｔ ｊ）Ｌ（Ｕ，ｔ ｊ） 的协方差。
根据式（１８）可得

σｉｊ ＝ ｓ（ ｔｉ） ｓ（ ｔ ｊ）ｂ（ ｔｉ）ｂ（ ｔ ｊ） （３６）
　 　 为使 􀰑为有效协方差矩阵， 􀰑须正定［２１］，即􀰑
矩阵的秩应等于 ｍ， 这也就意味着线性误差函数

Ｌ［Ｕ（ ｔｉ）］（ ｉ ＝ １，２，…，ｍ） 应该是独立的，对于不满足

该要求的时间展开点将会被舍弃。
如图 ４所示， Ｕ（ ｔ ＋１ ）、Ｕ（ ｔ

＋
２ ） 和 Ｕ（ ｔ ＋３ ） 是包络函数

的 ３个展开点，在展开点处的切线如图 ４所示，联合失
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效区域 Ｌ ［Ｕ ｔ＋１( ) ］ ＜ ε∩ Ｌ ［Ｕ ｔ＋２( ) ］ ＜ ε 与可靠区域

Ｌ［Ｕ ｔ ＋１( ) ］ ＜ ε∩ Ｌ［Ｕ ｔ ＋２( ) ］ ＜ ε∩ Ｌ［Ｕ ｔ ＋３( ) ］ ＜ ε 等

效。 展开点 Ｕ（ ｔ ＋３ ） 的切线距离实际包络线最远，因此

失效概率 Ｐｒ｛Ｌ［Ｕ（ ｔ ＋３ ）］｝ 最小。 在计算可靠性时，各
展开点间相互独立，且 Ｌ［Ｕ（ ｔ＋１）］＜ε∩Ｌ［Ｕ（ ｔ＋２）］＜ε 使

得 Ｌ［Ｕ（ ｔ＋３ ）］ ＜ε，因此，展开点 Ｕ（ ｔ＋３ ）属于冗余点，如
果将多余的点保留，协方差矩阵将不是正定矩阵，去除

冗余点后，包络函数可分别通过在 Ｕ（ ｔ ＋１ ） 和 Ｕ（ ｔ ＋２ ） 的

切线近似表达。 由于展开点最多为协方差矩阵 􀰑 的

秩的个数 ｒ，若有冗余的点，需要消除 ｍ － ｒ 个时间点，
若消除另一个点保留 Ｕ（ ｔ ＋３ ）， 亦可以使协方差正定，
但包络线的准确性将会降低，那么可靠性分析也会存

在较大的误差［２２］。 基于上述原因，排除失效率较小的

点后，可以得到点失效概率为

ｐｆ（ ｔｉ） ＝ Ｐｒ｛ ｓ（ ｔｉ）Ｌ Ｕ，ｔｉ( ) ＞ ε｝ ＝
Ｐｒ｛ ｓ（ ｔｉ） ｂ０（ ｔｉ） ＋ ｂ（ ｔ）Ｕ[ ] ＞ ε｝ ＝

１ － Φ｛
ｓ（ ｔｉ）［ε － ｂ０（ ｔｉ）］

ｂ ｔｉ( )·ｂ ｔｉ( )
｝ （３７）

式中， ｉ ＝ １，２，…，ｍ，计算ｍ个展开点的失效概率并将

其降序排列后，将会产生新的点失效概率 ｐｆ（ ｔ′ｉ）。 在

此保留 ｒ 个展开点即可得到新的均值向量为

μ′ ＝ ｓ（ ｔ′ｉ）ｂ０（ ｔ′ｉ） （３８）
新的协方差矩阵为

􀰑′ ＝ σ′ｉｊ （３９）
式中， σ′ｉｊ ＝ ｓ（ ｔ′ｉ） ｓ（ ｔ′ｊ）ｂ０（ ｔ′ｉ）ｂ０（ ｔ′ｊ）。 可靠性的多元正态

累积分布函数可以通过数值积分法计算得出：

Ｒ（ ｔ０，ｔｅ） ＝ ∫ε′
０

１
（２π） ｒ ／ ２ 􀰑′

ｅｘｐ

［ － １
２

ｘ －μ′( ) （ 􀰑′） －１ ｘ －μ′( ) Ｔ］ｄｘ

（４０）
求解过程流程图如图 ５所示。

图 ４　 Ｌ（Ｕ，ｔ） ＝ ε 在 ｔ ＋ｉ 的展开点

Ｆｉｇ． ４　 Ｕｎｆｏｌｄｉｎｇ ｐｏｉｎｔ ｏｆ Ｌ（Ｕ，ｔ）＝ ε ａｔ ｔ ＋ｉ

一般而言，当获得指定公差的可靠性数值时，可以依

据行业质量指标对机器人性能进行评估。 其中，六西格

玛原则对产品精度提出的要求为可靠性≥９９􀆰 ９９９ ６６％，满
足该要求则意味着产品几乎不会出现缺陷。

图 ５　 可靠度求解流程

Ｆｉｇ． ５　 Ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ ｏｆ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

４　 实例分析

４􀆰 １　 研究对象

　 　 以 ＡＢＢ ＩＲＢ１２０ 型六自由度机器人为例，对末端

执行器作业轨迹进行分析，验证运用包络法求解可靠

性的可行性和高效性。 设机器人末端执行器初始位置

为［ ０􀆰 ３９１ ７６， ０􀆰 ００３ ７２， ０􀆰 ６１５ １２ ］，终止位置为

［０􀆰 ５０４ ６７， ０􀆰 ０９９ ０６， ０􀆰 １１１ ６７］，使用三次多项式进

行插值运算，求解出间隔均匀的关节角数组，对该轨迹

进行可视化，如图 ６所示。

图 ６　 机器人三维运动轨迹

Ｆｉｇ． ６　 ３Ｄ ｍｏｔｉｏｎ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｂｏｔ

蒙特卡洛法［２３］是计算精确度的常用方法，以该方

法作为参考比较包络法与其运行结果的一致程度。 其

中，蒙特卡洛法的精确度与样本点的数量密切相关，现
取 ５０ ０００个样本点，将落在误差球之外的样本点视为
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失效样本。 通过蒙特卡洛法估算机器人末端执行器的

可达范围，通过仿真试验对比在同一精度下蒙特卡洛

法失效概率和运行时间以评价包络法的性能。
４􀆰 ２　 机器人可靠性评估

　 　 根据已知变量的均值和方差，运用可靠模型式

（６）、式（７）计算末端执行器在不同位姿的失效概率。
在运算过程中各变量的均值方差对应相等，即在包络

法与蒙特卡洛法初始条件相同的条件下比较两者的拟

合程度。 仿真结果如图 ７、图 ８ 所示，使用包络法和蒙

特卡洛法的吻合程度较高，说明运用包络法计算末端

执行器可靠度具有可行性，且机器人末端执行器位姿

的参考精度越高，包络法与蒙特卡洛法的失效概率相

近且均减小，说明失效率受误差精度的影响。

图 ７　 末端执行器位置可靠度

Ｆｉｇ． ７　 Ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄ⁃ｅｆｆｅｃｔｏｒ

由表 ２可以看出，在位置方向，同一变量且标准差

及均值相同的条件下，蒙特卡洛法的计算时间是包络

法的 ２～６倍。

表 ２　 位置方向计算时间

Ｔａｂ． ２　 Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

位置方向
Ｌｏｃａｔｉｏｎ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

包络法
Ｅｎｖｅｌｏｐｅ
ｍｅｔｈｏｄ ／ ｓ

蒙特卡洛法
Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ
ｍｅｔｈｏｄ ／ ｓ

ｘ ３８􀆰 ８１８ １８４ １００􀆰 ３９６ ３７
ｙ ２３􀆰 １２８ ８３６ １０４􀆰 ９０８ １０
ｚ １８􀆰 ９２１ ６７２ １００􀆰 ２３４ ５９

图 ８　 末端执行器姿态可靠度

Ｆｉｇ． ８　 Ｅｎｄ⁃ｅｆｆｅｃｔｏｒ ｐｏｓｔｕｒｅ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ

由表 ３可以看出，在姿态方向，同一变量的标准差

及均值相同的条件下，选取 ３０ 个点进行模拟时，蒙特

卡洛法需要 １２０ ｓ左右，而包络法大约只需 ０􀆰 １ ｓ。 在

运用包络法计算姿态可靠度时，与位置方向的不同之

处在于机器人末端执行器位置体现形式为空间点坐

标，姿态体现为三维矩阵形式，因此需要舍弃失效率小

的点使协方差矩阵正定。
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表 ３　 姿态方向计算时间

Ｔａｂ． ３　 Ａｔｔｉｔｕｄｅ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ

姿态方向
Ｐｏｓｔｕｒｅ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

包络法
Ｅｎｖｅｌｏｐｅ ｍｅｔｈｏｄ ／ ｓ

蒙特卡洛法
Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ
ｍｅｔｈｏｄ ／ ｓ

α ０􀆰 ０８３ ３２８ １１９􀆰 ４９８ １５
β ０􀆰 ０７２ ５７０ １１９􀆰 ３５４ ６５
γ ０􀆰 ０７１ ２８２ １１８􀆰 ３６６ ０７

通过比较包络法和蒙特卡洛法在不同位姿参考精

度下失效率的差值可以看出，两者产生的差值超过

９０％的概率分布在 ±３ × １０ －２区域，相对误差的范围为

０􀆰 ５％～１９􀆰 ８％，如图 ９ 所示。 这说明运用包络法计算

可靠度所产生的估计偏差在正常波动范围，证明运用

包络法计算可靠度的可行性。

图 ９　 包络法相对于 ＭＣＳ 的位姿可靠度误差

Ｆｉｇ． ９　 Ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｅｎｖｅｌｏｐｅ ｍｅｔｈｏｄ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｔｏ ＭＣＳ

５　 结论

　 　 本文以六自由度工业机器人为研究对象，建立末

端执行器轨迹的误差模型和可靠性模型，并运用包络

法求解该轨迹的失效率，得出如下结论：
１） 运用微分运动学分析末端执行器相对于固定

参考系的位姿矩阵，结合机器人本体的运动误差参数，
推导出末端执行器轨迹的误差模型，进而建立基于正

态分布变量的机器人末端轨迹可靠性模型。
２） 引入包络法对可靠性模型进行求解，得出机器

人末端执行器的可靠度，该方法在求解过程中对所产

生的包络函数中的多个点进行了泰勒公式展开，这一

近似处理可以简化求解过程，相对于蒙特卡洛法时间

效率提升 ２～６倍。

３） 仿真结果表明，与蒙特卡洛法相比，运用包络

法计算运动可靠度时，末端执行器轨迹失效率的绝对

误差可控制在±０􀆰 ３×１０－２ 区域内，相对误差的范围为

０􀆰 ５％～１９􀆰 ８％，且提高了计算效率。 因此，在计算机器

人末端执行器位姿可靠度时使用包络法更有效。
４） 由于在仿真过程中未考虑不确定性因素对机

器人造成的影响，因此在今后的科研过程中将重点研

究不确定性因素存在时的运动可靠性。
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